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1. Wstep

Poznamy nowe fakty matematyczne, ktére pozwolg nam w tatwy

_ sposob rozwigzaé ponizsze zadania.

Zadanie 1. W szkole uczniowie poznaja ceche podzielnosci przez 3
oraz przez 9. Znajdz ceche podzielnosci przez inne liczby jak np. 7,
11, 13.

Zadanie 2. Liczba kostek w bardzo duzej czekoladzie rowna jest

x. Jesli podzieli¢ czekolade na 3 czesci, to zostanie 1 kostka. Przy
podziale na 5 czesci zostana 3 kostki, a w przypadku podziatu na 7
czesci zostang 2 kostki. Ile kostek ma czekolada?

314404

_ Zadanie 3. Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby



2. Kongruencje

Definicja Niech n bedzie liczba naturalng oraz niech a oraz b beda
liczbami catkowitymi. Méwimy, ze a przystaje do b modulo n,
jesli n dzieli a — b.

a=b(modn) & n|(a—0b) & istniejel. catk.k,zea—b=Fk-n

i tylko wtedy, gdy daja ta sama reszte z dzielenia przez n.
Ktore z ponizszych kongruencji sq prawdziwe?
10=1(mod9), —1=113(mod6), —12=13 (mod 5),

—5=31(mod 7), —26=44 (mod 10), 23 =71 (mod 11)

Uwaga Dwie liczby catkowite przystaja do siebie modulo n wtedy



Witasnos$ci kongruencji
1. Przystawanie modulo n jest relacja rownowaznosciowa, tzn.

e a =a (mod n),
e a=b(modn) = b=a(modn),

e a=b(modn), b=c(modn) = a=c(modn).

Przyktadowo udowodnimy ostatnia z nich (whasnosé przechodniosei).

Jesli a=b (modn), b=c(modn),to a—b=k-n, b—c=10-n.

Wtedy a—c=(a—b)+(b—c)=k-n+l-n=(k+1)-n,
a to oznacza, ze a = ¢ (mod n).

Udowodnij dwie pierwsze wtasno$ci!



. Kongruencje mozna stronami dodawa¢, odejmowaé¢ i mnozy¢,

tzn.

a=b(modn), ¢=d(modn)

4
a+c = b+d (mod n), a—c =b—d (modn), ac=bd (mod n)

Sprobujesz to udowodnic?

W szczegdlnosei,
jesSli @ = b (mod n), to dla dowolnych liczb catkowitych
g, .., Gy, MAMY

a,a" + ... + a1a + ag = apb” + ... + a1b + ¢ (mod n),

f(a) = f(b) (mod n), gdzie f(X)=a, X"+ ...+ a1 X + ag



Rozwigz nastepujgce kongruencje:
_ e 3X +2=1 (mod}5),
_ e 25X =12 (mod7),
_ e 3X =1 (mod6)

e 37X =23 (mod 73).

Uwaga

Mozna pokazaé, ze kongruencja aX = b (mod n) ma rozwiazanie
wtedy 1 tylko wtedy, gdy NWD(a, n)|b.



3. Cechy podzielnosci - zadanie 1

Liczbe naturalng N w systemie dziesigtkowym mozna zapisa¢ naste-
pujaco:
N = (c162..Cn)10 = 110" + 210" 2 + ... + ¢, 1 10 + ¢,
Jesli f(X) =1 X" P+ e X" 2+ ..+ 1 X+ ¢y, to N = £(10)

10 =1 (mod 3)
4

N=f(10)=f(1)=c1 +c2+ ...+ cp_1 + ¢, (mod 3)

tzn. 3 dzieli liczbe N wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli sume jej cyfr.

Czy wiesz jak udowodnic¢ ceche podzielnosci przez 9 oraz przez 117



10 = —1 (mod 11)
Y

N = f(10) = f(=1) = (=1)" ey + (=1)"2¢cy + ... — ¢y_1 + ¢, (mod 11)
tzn. 11 dzieli liczbe N wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

naprzemienng sume jej cyfr.

Przyktad
Aby sprawdzi¢ podzielnosé liczby 12345678906 przez 11 obliczamy
sume naprzemienng cyfr

6-0+9-8+7-6+5-4+3-2+1=11,

ktora jest podzielna przez 11.
Zatem liczba 12345678906 jest podzielna przez 11.




Cechy podzielnosci przez inne liczby sa bardziej skomplikowane. Przyj-
rzyjmy sie cesze podzielnosci przez 7 oraz przez 13.

Liczbe naturalng
N = (c163..¢0)10 = 110" + 210" 2 + ... + ¢,_1 10" + ¢,
mozemy zapisa¢ w postaci
N = ... + 1000 (cp—5Cn_4Cn_3)10 + (Cn_2Cn_1€n)10-
Zauwaz, ze jesli
9(X) = ... + X(cn_5¢n—-a¢n—3)10 + (Cn—2Cn—1¢n)10,

to
N = ¢(1000).



1000 = —1 (mod7,13) (bo 1001 =711 - 13)
J

N = ¢(1000) = g(—1) (mod 7,13)
9(=1) = ... + (=1)"(en-5cn-4cn-3)10 + (Cn—2¢n—1¢n)10
Stad 7 (tak samo 13) dzieli liczbe N wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

"naprzemienng sume” liczb powstatych z podziatu liczby N na trojki.

Przyktad
7 dzieli 23697678872, bo —23 + 697 — 678 + 872 = 868 = 7 - 124




4. Tw. chinskie o resztach - zadanie 2

_ Zadanie 2 Liczba kostek w bardzo duzej czekoladzie réwna jest
_ x. Jesli podzieli¢ czekolade na 3 czesci, to zostanie 1 kostka. Przy

podziale na 5 czesci zostana 3 kostki, a w przypadku podziatu na 7
_ czesci zostang 2 kostki. Ile kostek ma czekolada?

-- Twierdzenie (chinskie o resztach)
Jesli nq,...,n, sa parami wzglednie pierwsze oraz ry,...,7T; S8

liczbami catkowitymi, to istnieje liczba catkowita x taka, ze

r1 (mod ny)
r9 (mod ny)

_ Liczba x jest wyznaczona jednoznacznie modulo nq - ... - ng.



Czy wiesz jak rozwigzac¢ zadanie 27



| G |
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e Nalezy rozwiazac¢ uklad kongruencji
1 (mod 3)
x = 1 (mo
e r = 3 (mod 5)
r = 2 (mod 7)



x = 1 (mod 3)
x = 3 (mod5)
= 2 (mod?7)

Analizujemy pierwsza kongruencje.
r=1(mod3) = z=3t+1
Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy ¢.

-- 3t+1=3(modb5) = 3t=2(mod5) = t=4(modb) =
I

8

t=5u+4
Zatem gz =3(5u+4)+1=15u+13.
Wstawiamy to do trzeciej kongruencji.
Bu+13 =2 (mod 7)) = u—1=2 (mod 7) = u =
3(mod7) = u="7s+3
Ostatecznie = = 15(7s + 3) + 13 = 105s + 58.

[ o |
[ risn |
_ Odp. Liczba kostek czekolady réwna jest 58.
[ e |
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5. Funkcja Eulera - zadanie 3

Zadanie 3 Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 34404,

Do rozwigzania potrzebowaé¢ bedziemy tzw. funkcji Eulera.

Nazwa tej funkcji pochodzi od nazwiska szwajcarskiego matematyka
L.Eulera, ktory zyt w latach 1707-1783.




Funkcja Eulera

©(n) := liczba elem. zbioru {k: 1 <k <n—1, NWD(k,n) =1}
Wtasnosci:

(1) Jesli NWD(n,m) =1, to @(nm) = ¢(n)p(m).

(2) Jesli p jest liczba pierwsza, to (p*) = p*1(p — 1).
W szczegdlnosei ¢(p) =p — 1.

Przyktad
©(200) = p(2°5%) = p(2°)p(5?) = 2%(2 — 1)5'(5 — 1) = 80.

Twierdzenie Eulera
Jesli NWD(a,n) =1, to a*™ =1 (mod n).

Whniosek (Male Twierdzenie Fermata)
Jedli p jest liczba pierwsza i p fa, to a?~' =1 (mod p).



Przyktad 3% =1 (mod 200).

Zadanie 3 Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 34404,

Rozwigzanie.

Nalezy znalezé reszte z dzielenia liczby 3'44% przez 1000.
Obliczmy (1000) = ¢(235%) = ¢(23)p(5%) = 400.

Zatem

314404 — 3400~36+4 _ (3400)3634 = 34 (mOd 1000),

bo 30 = 1 (mod 1000) na podstawie twierdzenia Eulera.

Poniewaz 3* = 81, wiec
ostatnie trzy cyfry liczby 3'44%* to 081.



6. Dwa zadania z Olimpiady Matema-
tycznej

Rozwiazmy teraz dwa zadania, ktére pojawity sie kiedy$ na Olim-
piadzie Matematycznej.

Zadanie 1.

Wykaz, ze jezeli m = n (mod 4), to liczba 53™ — 33™ jest podzielna
przez 10.

Rozwigzanie.
Zauwaz najpierw, ze 53" —33™ = 3" — 3™ (mod 10).

Jesli n = 4k + m, to

3n—3m = 3t+m_3gm — 3m((3H)F_1) = 3™((81)"—1) = 3™(1—1) (mod 10).



Zadanie 2.

Znajdz wszystkie takie liczby naturalne n, aby liczba 1!+2!+ ...+ n!
byta kwadratem pewnej liczby naturalne;j.

Rozwigzanie.

H=1=1%2 114+21=3 11 +214+31=9=3% 11 +21+31+4! =33

Jeslin > 5, to

podzielne przez 5

a kwadraty liczb naturalych przystaja modulo 5 jedynie do 0,1 lub
4.

Odp. Jedynie dla n = 1 oraz n = 3 liczba 1! 4+ 2! + ... + n! jest
kwadratem pewnej liczby naturalne;j.

T
T
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1 +20 43 +4 45!+ ... +nl =142 43!+ 4! = 3 (mod 5),
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7.

Zadania domowe

. Rozwiaz kongruencje

e 3X +31 =15 (mod 47)
e 3X =38 (mod 13)
e 14X =22 (mod 36)

. Zmajdz i uzasadnij ceche podzielnosci przez 101.

Wsk. 100 = —1 (mod 101).

. Wykorzystujac kongruencje 1000 = 1 (mod 27, 37) wyprowadz

cechy podzielno$ci przez 27 oraz 37.

. Wykorzystujac kongruencje 100 = —2 (mod 51) wyprowadz

ceche podzielnosci przez 51.

. W sadzie zebrano jabtka, ktorych nie byto wigcej niz 1000.

Gdyby podzieli¢ jabtka rowno do 7 koszy, to zostanie 1 jabtko.



Gdyby podzieli¢ jabtka réwno do 13 koszy, to zostanie 6 jabtek.
Mozna jednak podzieli¢ jabtka réwno na 11 czesci. Ile zebrano
jabtek?

6. Znajdz ostatnie dwie cyfry nastepujacych liczb 76042, 289289 797,
Wsk. Oblicz ¢(100).

7. Wyznacz reszty z dzielenia:

(a) 1523 przez 14
(b) 3% + 78 przez 11
(c) 208%%% przez 23

8. Dopisa¢ z prawej strony liczby 523 takie trzy cyfry, aby otrzy-
mana liczba szesSciocyfrowa byta podzielna przez 7, 8 i 9.

9. Wykazaé, ze setna potega dowolnej liczby catkowitej przy dzie-
leniu przez 125 daje reszte 0 lub 1.



10. Zmajdz reszte z dzielenia liczby catkowitej a przez 73 wiedzac,
ze a'% = 2 (mod 73) oraz a'” = 69 (mod 73).

11. Wykaza¢, ze iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych, z kto-
rych érodkowa jest szeScianem liczby naturalnej, jest podzielny
przez 504 (zadanie z Olimpiady Matematyczney).
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I to juz koniec!
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Dziekuje za uwage
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